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1 Einleitung

1.1 Plasmen

Als Plasma bezeichnet man ein wenigstens teilweise ionisiertes Gas. Die Bezeichnung
rithrt von einer Arbeit Irving Langmuirs, der iiber elektronische Bauteile, deren Funkti-
on auf ionisierten Gasen beruht, geforscht hat [14]. Bei der Arbeit erkannten die Forscher
und Ingenieure von Langmuirs Arbeitsgruppe einen Zustand bei Entladungsvorgidngen
mit Quecksilberdampf, der sich immer wieder einstellte und interessante Formen hervor-
brachte. Dieser Zustand des Quecksilbers - eine Art Fliissigkeit, in der sich Elektronen
und Tonen schnell bewegen - erinnerte Langmuir an die Bewegung von Blutplasma, wel-
ches rote und weifle Blutkorperchen transportiert.

Dieser Zustand ist also schon lange bekannt und viele industrielle Anwendungen beruhen
darauf. Als Beispiel ist hier das Schneiden von Metallen mittels Lasern zu nennen, bei
dem Metall von Laserlicht so stark erhitzt wird, dass es entweder direkt in die Plasma-
phase iibergeht oder es vor dem Ubergang in diese Phase zuerst schmilzt und verdampft.
Durch den letzten Sachverhalt erkennt man auch, warum Plasma vierter Aggregatzu-
stand genannt wird. Wenn man beim erhitzen von Festkorpern mit den Phasen fest,
fliissig und gasformig die ersten drei Aggregatszustinde durchlaufen hat, erreicht man
bei noch hoheren Temperaturen den vierten, Plasma[7]. Aber auch sonst kann jeder
Mensch schon in der Natur Plasmen in Form von Blitzen beobachten. In der Natur
kommt der Plasmazustand in der Ionosphére, der Sonne und auch bei Blitzen vor.
Man kann schon an den wenigen genannten Beispielen erkennen, dass die Plasmafor-
schung in sehr vielen Bereichen eine grofie Rolle spielt. In der Physik ist das zum Bei-
spiel Fusionsforschung, die sich dadurch auszeichnet, dass ionisierte Teilchen unter hohen
Temperaturen und Driicken, also mit grofler Dichte, so stark zusammengepresst werden,
dass sie zu neuen Teilchen verschmelzen und Energie dabei frei wird. Dabei miissen die
positiv geladenen Kerne sich wenigstens so nahe kommen, dass die CoulombabstoBung
der positiven Ladungen der Kerne iiberwunden wird. Sie miissen auf Abstdnde unter

10~"m [10] gebracht werden. Dabei ist unter anderem ein Verstéindnis der Teilchenbe-



wegung sehr wichtig, damit die Materialien im Reaktor mdéglichst lange halten.

1.2 Relativistische Laserplasmen

In der Plasmaphysik wird die Wechselwirkung zwischen Laserpulsen und Plasma auch
zur Beschleunigung von Elektronen genutzt [13], [6]. Die Beschleunigung von Elektro-
nen im Laserlicht ist zuallererst eine Drift, welche durch die E- und B-Felder des Lichtes
geschieht. Im Plasma aber werden unter anderem so genannte "Wake-fields’ erzeugt, also
Felder in denen Plasmateilchen beschleunigt werden, indem sie einem Laserpuls nachlau-
fen. Dabei werden Laser hoher Intensitit bis zu 1020% benutzt. Um diese Intensitéten
zu erreichen benutzt man u.a. die ” Chirped Pulse Amplifikation” [20], [16]. Fiir die Wake-
field Beschleunigung iibertrégt das Laserlicht den Elektronen so viel Energie, dass diese
aus dem Puls erst heraus beschleunigt werden, wihrend die schweren Ionen an dem Ort
zuriickbleiben. Wahrend sich der Laserpuls weiter durch das Plasma bewegt, ziehen die
zuriickgebliebenen Ionen dann Elektronen hinter dem Laserpuls an und so werden die
nachkommenden Elektronen hinter dem Puls beschleunigt. Da durch diese ganzen Be-
wegungen der Ladungstriager auch starke Strome entstehen, die ihrerseits wieder Felder
erzeugen, wird die Bewegung der Teilchen schnell chaotisch. Dazu gibt es viele Unter-
suchungen theoretischer[21] und experimenteller Natur[15]. Sehr hilfreicht ist fiir diese

Experimente die Entwichlung der Lasersysteme.

1.3 Problemstellung

Erstes Ziel dieser Diplomarbeit ist es ein Particle In Cell Programm zu erstellen, mit
dem man Wechselwirkungen von ebenen Wellen, die senkrecht auf eine Plasmaschicht
einfallen, simulieren kann. Dabei sollen die Wechselwirkungen zwischen Laserstrahlung
und Plasma physikalisch erkléart. werden.

Dabei sollen von der linearen Optik aus die Dispersionsbeziehungen des Plasmas bis
hin zum relativistischen Regime untersucht werden. Die Gruppengeschwindigkeit von
Laserpulsen in linearen Medien soll zuerst untersucht und danach der Ubergang zur

nichtlinearen Optik relativistischer Plasmen gemacht werden.

Um letztendlich die Phdnomene bei der Wechselwirkung zwischen elektromagnetischen

Wellen und Plasmen zu verstehen, sollen erst einmal Phénomene bei kleinen Intensitéaten



der Laserstrahlung verstanden werden. Da dabei die Ladungen nicht so stark beschleu-
nigt werden, kann man nichtrelativistisch rechnen und in diesem Bereich sind bei einem
Plasma die Zusammenhénge der linearen Optik anwendbar. Da fiir die lineare Optik die
Fouriertransformation eine geeignete Technik darstellt Propagation von Licht in Medien
zu beschreiben, wird diese Technik - nach einer Vorstellung der grundlegenden Glei-
chungen der gesamten Diplomarbeit in diesem Kapitel - in Kapitel 2 erklart. Es wird
ein Programmecode beschrieben, der Pulspropagationen in Plasmen berechnet. Weiterhin
werden numerische Ergebnisse auch mit Analytischen verglichen.

Um die Bewegung von Teilchen auch bei hohen Geschwindigkeiten, die nahe der Licht-
geschwindigkeit liegen konnen, richtig wiederzugeben, muss relativistisch gerechnet wer-
den. Eine im Gegensatz zur starken Anregung vom Plasma noch einfach zu analysie-
rende Bewegung im elektromagnetischen Feld stellt die Bewegung einer Testladung im
Vakuum dar. AuBerdem soll ein Programm geschrieben werden, dass auch nichtlinea-
re Phénomene eines Plasmas simulieren kann. Deshalb wird in Kapitel 3 ein Verfahren
dafiir, das Particle-in-Cell (PIC) Verfahren, erklart. Dann wird die Bewegung einer La-
dung im vorgegebenen elektromagnetischen Feld damit zu Testzwecken berechnet. In
Kapitel 4 werden schliellich Ergebnisse der Anregung von Plasmen mit monochromati-

schen, ebenen, linear polarisierten Wellen prasentiert und diskutiert.

1.4 Maxwell-Gleichungen und Lorentzkraft

Da wihrend der gesamten Diplomarbeit die Ausbreitung von elektromagnetischen Felder
und die Bewegung von Ladungen im elektromagnetischen Feld analysiert wird, gebe
ich hier einmal die wirklich grundlegenden Gleichungen dafiir an. Dies sind einerseits
die Maxwellgleichungen und andererseits die Lorentzkraft, mit der die Bewegung der
Teilchen bestimmt wird.

Die Maxwellgleichungen mit dem elektrischen Feld E und der magnetischen Flussdichte
B sind

. . OB
E =14 E+— = 1.1
\Y P V x +8ct 0 (1.1)
-, L JE  4r-
B=0 B-===7 1.2
v VX oct c] (1.2)

Hierbei bezeichnen ¢, j bzw. p die Lichtgeschwindigkeit, eine externe Strom- und La-

dungsdichte. In dem Fall einer Plasmawelle werden die Ladung und die Stromdichte von



den Elektronen und Ionen im Plasma gebildet. Kombiniert man die beiden inhomogenen
Maxwellgleichungen miteinander, so folgt direkt, wenn man die erste Gleichung in (1.1),
das GauB’sche Gesetz nach der Zeit und die zweite Gleichung in (1.2) nach dem Ort

ableitet, mit

Op+V-j=0 (1.3)
die Kontinuitatsgleichung der Elektrodynamik. Die beiden homogenen Gleichungen er-
lauben mit

— 8 —
EFE=——A-YV 1.4

et ¢ (1.4)

B=VxA (1.5)

die Einfithrung des Vektorpotentials A und des elektrischen Potentials ¢. Mit diesen
beiden Definitionen kann man dann Wellengleichungen fiir die Potentiale herleiten. Dafiir

setzt man (1.4) und (1.5) jeweils in die inhomogenen Maxwellgleichungen ein. Man erhalt

0=-AA A — A 1.6
+8(ct)2 v (80t¢+v ) (16)
und
Amr ——A¢——§Lvﬁ (1.7)
P= d(ct) '
Wiéhlt man hier die Lorentzeichung
0—f1¢+vﬁ (1.8)
- Oct '
so werden die Gleichungen entkoppelt und es folgen
AA — A=——j 1.9
J(ct)? ¢’ (19)
und
82
Ap — ——¢ = —4dmp. 1.10
¢ a@j)2¢ TP (1.10)

Dies sind die Wellengleichungen fiir die Potentiale.
Schliefflich lautet die Bewegungsgleichung eines geladenen Teilchens im elektromagneti-
schen Feld

d — q —
—5=gE + % x B. 1.11
P = e+ T x (1.11)



2 Laserpulse in der linearen Optik

Fiir die Analyse der Ausbreitung elektromagnetischer Wellen in Medien innerhalb der
linearen Optik wird in diesem Abschnitt die Methode der Fouriertransformation ange-
wandt. Dabei wird das Verhalten verschiedenartiger Pulsformen beim Eintritt und der
Ausbreitung in Medien untersucht. Bei der Ausbreitung gibt es Phénomene wie Puls-

verbreiterung und Vorlaufer.

2.1 Methode der Fouriertransformation

Laserpulse konnen bei der Fouriertransformation als Uberlagerung monochromatischer
Wellen dargestellt werden. Durch die numerische Methode der schnellen Fouriertrans-
formation kann man die dabei auftretenden Fourier-Integrale effizient berechnen.

Es werden analytische Losungen von Pulsen unterschiedlicher Lénge mit numerischen

Ergebnissen verglichen.

2.2 Grundgleichungen

Die Fouriertransformation ist definiert durch
o0

fw) = / i (1)e™" (2.1)

mit einer auf der gesamten reellen Achse (—oo < t < 00) definierten, absolut integrier-
baren Funktion f(t), also

limf(t) =0 /dt|f(t)| < . (2.2)

Die Umbkehrtransformation ist definiert durch

f(t) = % / dw f (w)e™™". (2.3)

—00



Bei numerischen Berechnungen bzw. Simulationen werden Funktionen mit diskreten
Funktionswerten in einem endlichen Zeitintervall transformiert. Dafiir wird benutzt, dass
man periodische Funktionen analog mit diskreten Frequenzen und Fourierkoeffizienten

darstellen kann, als

T
- £ —imw ¢ 1 imw
[t)= 3 fuem fo=g [ats®e (2
m=—o00 0
Hierbei bezeichnet T' die Periode der Funktion und w = 2% ist die Kreisfrequenz der

Schwingung. Dann sind mw die Frequenzen der Oberschwingungen zu w mit einer gan-

zen Zahl m.

Bildet man die Rotation der homogenen Gleichung in (1.1) und setzt dann dort (1.2)

ein, so ergibt das

0? o 0? =

0= @E — ﬁE (2.5)

Dies ist die Wellengleichung fiir elektrische Felder, die nur von z, ¢ abhéngen. Im folgen-

den werden solche Felder behandelt und das anhand einer Komponente des E-Feldes.

Die Verallgemeinerung auf alle Komponenten des elektrischen Feldvektors E ist direkt
dadurch gegeben, dass die Wellengleichung fiir alle Komponenten einzeln gilt.

Es soll jetzt Wellenausbreitung in Materie beschrieben werden. In der Materie sollen

keine externen Ladungen vorhanden sein = p,j = 0. Sei E(z,t) das Feld eines Pulses

mit endlicher Pulsdauer, der fiir grofle Zeiten hinreichend schnell abklingt. Dann gilt
LE(t) =~ f(w). (2:6)

Dies folgt direkt aus der Fouriertransformation, beim partiellen Integrieren sind die
Funktionswerte an den Réndern laut Vorraussetzung null. Um auch fiir alle z absolut
integrierbar zu sein, wird bei der Propagation des Pulses im Medium eine Dampfung
beriicksichtigt. Diese soll so sein, dass das zeitliche Abklingverhalten hinreichend schnell
verlauft.

Bildet man also analog zur Fouriertransformation in der Zeit auch noch die Transfor-

mation im Ort von der Wellengleichung des elektrischen Feldes, so ergibt dies

0=8°E(z,w) + k*(w)E. (2.7)



Hierbei wird

E(z,t) = E(t)e™*w)> (2.8)
E*(w) = i—je(w) (2.9)
= %QnQ(w). (2.10)

benutzt. Es sind dabei die Wellenzahl k(w) = “n(w) und der komplexe Brechungsindex
des Mediums n(w) = y/€(w) eingefithrt worden.

Die allgemeine Losung dieser Wellengleichung mit k(w) > 0 ist

E(z,w) = E*(w)e*@? 4 B~ (w)e k)= (2.11)
mit ortsunabhingiger Amplitude E*(w). Um jetzt einen positiven Energiestrom zu be-
schreiben wird R{n(w)} > 0 gewihlt und e folgt letztlich

E(zt)=)_ / d—”Ei(w)eﬂkW—m. (2.12)
+

Dies stellt das komplexe elektrische Feld als Summation iiber einen in positive z-Richtung
ausbreitenden Teil ( ”+”) und einen in negative Richtung ausbreitenden Teil (”-") dar.

Da die physikalischen Felder reell sind, definiert man
e5(z,t) = R{E*(2,1)}. (2.13)

Diese Definition in (2.12) eingesetzt ergibt dhnliche Zusammenhinge wie schon beim

komplexen elektrischen Feld, nur mit dem reellen Feld als Parameter. Es ist

e(z,t) =" (2,t) + e (2,1) (2.14)

mit
e*(z,t) = / g—:éi(w)eiik(w)Zi“t, (2.15)
4 (w) = 3 [BHw) + B (). (2.16)

Auch hier sieht man durch partielle Ableitung von € nach z, dass £ die sich in positive

bzw. in negative Richtung fortpflanzenden Wellen sind.

10



2.3 Unbegrenztes Medium

Gibt man in einem unbegrenzten Medium bei z = 0 das elektrische Feld und seine

Normalenableitung mittels

E(z,0)],_, = F(t) (2.17)

z=

und
0.E(2,t) |.=0= G(2) (2.18)

vor, so folgt durch Fouriertransformation

A

E(0,w) = EY (W) + B~ (w) = F(w) (2.19)
0,E(w) = ik(w) [E+(w) B )| = Gw) (2.20)

Dividiert man die letzte Gleichung durch ik(w) und addiert diese dann zu (2.19), ergibt

das

. 1. |
Et =—F . 2.21
(@) = 5F0) + s G) (2.21)
Wird von (2.19) subtrahiert, so folgt
() = 3Fw) — 5 —G() (2.22)
T T Sy '

Dies ist die vollstdndig bestimmte Losung der linearen Wellengleichung in einem homo-
genen Medium mit der Dielektrizitiatskonstante e(w). Die beiden Gleichungen geben an,
wie die Losung (2.12) unter den gegebenen Randbedingungen bestimmt ist. Die beiden
Losungen geben auch Ausbreitung in beide Raumrichtungen an. Man kann sich das auch
so vorstellen, dass sich gerade zum Zeitpunkt ¢ am Ort z = 0 zwei gleiche Pulse, die in

entgegengesetzte Richtung propagieren, gerade genau iiberlagern.

2.4 Begrenztes Medium

Nun wird der Fall der Pulsausbreitung in eine Richtung untersucht. Hierbei reicht eine
der beiden Vorgaben der Randbedingung (2.18).

11



Ohne Grenzflache Fiir die Ausbreitung von z = 0 nach z > 0 bei Vorgabe von F'(t)
ist £~ (w) = 0 und demnach

Ef(w) = F(w). (2.23)

Allgemein kann man auch die Normalenableitung £ E(z,t)|.—o = G(t) vorgeben und so

die Bedingung fiir Pulsausbreitung in positive Richtung vorgeben.

Mit Grenzfliche Gibt man das Feld nicht an der Grenzfliche vor, sondern betrachtet
einen bei z < 0 einlaufenden Puls, der an der Grenzfliache teilweise reflektiert und trans-
mittiert wird, so miissen fiir das Feld und seine Normalenableitung an der Grenzfliche

stetig sein.

CH(z=0,t) +C (2 =0,t) = E*(z,1) (2.24)
(%C’Jr(z, t) + %C‘(z,t))z_o = %E+(Z, t)].=0 (2.25)

Hier sind C*, C~ und E™ die Felder der einlaufenden, reflektierten und transmittierten
Welle. Die Fouriertransformation liefert von der Form @hnliche Gleichungen im Frequenz-

raum. Diese Gleichungen sind

Ef(w)=CH(w) +C (w) (2.26)
und
ik(wW)E* (w) = 2% [C’+(w) o (w)] . (227

Nun sind C*(w) sind die Amplituden der einlaufenden bzw. reflektierten Wellen. Man
kann aus diesen beiden Amplituden die der transmittierten Welle £t (w) berechnen.

Dafiir multipliziert man (2.27) mit —i< und addiert diese Gleichung zu (2.26)

Efw) = ———— (2.28)

2.5 Pulsmodulationen

Breitet sich ein Puls in einem Medium aus, so wird seine Amplitude und Phase im

Allgemeinen moduliert. Diese Amplituden- und Phasenmodulation kénnen durch eine

12



komplexe Amplitude Ey(z,t) = A(z,t)e ! dargestellt werden. A(z,t) kennzeichnet
den Betrag und ¢(z,t) die Phase der Amplitude. Behandelt man das Problem eines sich
in positive Richtung ausbreitenden Pulses, so besteht das elektrische Feld auch nur aus
der +-Losung E(z,t) = ET(z,t). Man kann dafiir

E(z,t) = Ey(z,t)e!f=— (2.29)
mit dem dazugehodrigen Realteil
e(z,t) = A(z,t) cos(Kz — 2t — ¢(z,1)) (2.30)

schreiben. Hier wurde eine Trigerwelle eingefiihrt, die durch die Frequenz {2 und ei-
ner dem Realteil der Wellenzahl im Medium entsprechenden Wellenzahl K = R{k(2)}
charakterisiert ist. Die Bezeichnung fiir £A(z,t) ist Einhiillende oder Envelope, da das
reelle Feld (2.30) zwischen den beiden Betrégen der Amplitude oszilliert.

In Gleichung (2.30) erkennt man, dass man eine Frequenz der Schwingung definieren

kann als
2c(2,t) = 24 0pd(2,1). (2.31)
Diese ist im allgemeinen Zeitabhéingig und deren zeitliche Anderung
01 02:(2,1) = 0*¢(z,1) (2.32)

wird als Chirp bezeichnet.

13



2.6 Numerische Berechnung

r - - - - - = B r - - - - - - - - -~ 1
Initialisierung Fouriertransformation
[ |
E(t) E(t) — E(w)

r - - - - - - - - -~ 1 r—— - - - - - = a

Propagation Riicktransformation

e |

E'(w) = B(w)e )= E(w) — E(t)

Abbildung 2.1: Dies ist die Darstellung des Programmablaufs. Nach der Vorgabe der
Form der elektromagnetischen Welle wird eine Fouriertransformation in
den Frequenzraum vorgenommen. Multiplikation mit exp(ik(w)z) und Fou-

rierriicktransformation in den Ortsraum ergibt den propagierten Puls.

Fiir die Simulation von Pulspropagationen mit der Fouriermethode wird nun der in Ab-
bildung 2.1 veranschaulichte Algorithmus benutzt. Zuerst werden die Randbedingungen
fiir begrenzte Medien (s. Abschnitt 2.4) bzw. unbegrenzte (s. Abschnitt 2.3) vorgegeben,
damit ist das Anfangsfeld bekannt. Aulerdem wird die Einhiillende des Pulses bestimmt.
Von den Daten wird eine schnelle Fouriertransformation gemacht. Dann wird fiir die
Propagation des Pulses das fouriertransformierte Feld mit e**(“)* multipliziert. Die Wel-
lenzahl k(w) ist aus (2.10) und z ist die Propagationsstrecke. Eine Riicktransformation

liefert dann das propagierte Feld.

2.7 Vergleich mit analytischen Ergebnissen

Da man bei Gaufl-Pulsen in einem schwach dispersiven Medium die Fouriertransfor-
mationen noch nadherungsweise analytisch behandeln kann, werden hier Beispiele der
numerischen Losung mit der Analytischen verglichen. Es wird auch gezeigt, dass die

analytische Losung bei stark dispersiven Medien nicht gilt.

14



Ausbreitung von GauB-Pulsen

Das Medium besitze die Dispersionsrelation

k= w® —wl. (2.33)
Dabei bezeichnet wg = % die Plasmafrequenz. Damit ist
2
w
_ p
e(w)=1- 2 (2.34)

Zuerst wird das Problem einer nach z > 0 propagierenden Welle mit Anregung bei z = 0

betrachtet (s. 2.4). Die gewihlte Anregung
E(0,t) = e 3% . o i (2.35)

hat zwar keinen definierten Anfangs- bzw. Endpunkt, wird aber durch N = 2.7, QAt =
27N so festgelegt, dass innerhalb der halben Pulsbreite (¢t = %) die Feldstérke um einen
Faktor 7-10~3 abgenommen hat.

Die Fouriertransformierte von (2.35) nach (2.1) ist wegen [ e *’dz = /7

— 00

Ew) =V 2me 27 ()7 (2.36)
mit
dw=w — 2. (2.37)

Fiir einen um die Strecke z propagierten Puls muss die Riicktransformation (2.3)
E(z,t) = - / dwe ™27 (0)”—ik(w)z (2.38)
V2

berechnet werden. Fiir iiberdichte Plasmen gilt w < w,. Dort ist die Wellenzahl k(w)
reell. Entwickelt man diese um das Maximum der Gauf-Funkion, so ergibt sich bis zur

zweiten Ordnung

k(W) ~ k(02) + K(2)dw + %k”(ﬂ)(dw)Q (2.39)

1
=K+ V, ow+ §k:"(5w)2 mit V, = (2.40)

15



mit den Ersetzungen K = k(£2) und V, = /5. Mit den zusitzlichen Definitionen

k'(£2)

T (2.41)

= 11— = — .

1 L’ —1(0)
folgt
2

E(z,t) = q t-e 27 .l (2.42)
= Ey(z,t) -0 (2.43)

Dies beschreibt also wieder einen Gaufipuls mit Tragerfrequenz (2 und Wellenzahl der
Tragerwelle K. Die Einhiillende Ey(z,t) wird durch

(t-)?

Eo(z,t) =q '-e 277 (2.44)

beschreiben.

Es sind nun mehrere Berechnungen gemacht worden, um die Propagation von Gauf-
Pulsen zu simulieren. Abbildung 2.2 zeigt an einem Beispiel wie der Anfangspuls initiali-
siert ist und den Puls nach einer Propagation um 80 Wellenléngen. Mit wg = %wz sind die
Parameter des Pulses also % = % =nund L = 42.5\. Man kann sehr gut erkennen, dass
sich der Puls mit der Gruppengeschwindigkeit ausbreitet, auch die Propagationsldngen
stimmen gut iiberein.

In Abbildung 2.3 sind die analytischen Ergebnisse von mit jeweils einem Puls der Lange
von N = 80\ bzw. 5\ gegen die mittels der numerischen Fouriertransformation berech-
neten dargestellt. In der ersten Grafik erkennt man, dass die analytische Lésung in einem
Medium mit g—% = % gut iibereinstimmt. Der Puls braucht doppelt so lange fiir die Stre-
cke als im Vakuum, da bei dieser Plasmafrequenz n = % gilt. Der zweite Plot, fiir den
eine Propagationsldnge von 100\ gerechnet worden ist, zeigt, dass fiir kurze Pulse die
hergeleitete analytische Losung versagt. Dies liegt an der Entwicklung der Wellenzahl,

die bis zu dieser Ordnung bei solchen Pulsen zu ungenau ist.
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Abbildung 2.2: Dargestellt ist ein GauB-Puls mit N = 40, % = %,T = %r nach verschiede-
nen Propagationslidngen (a) z=0, (b) z=80\. Der Zeitnullpunkt liegt mittig

im Puls.
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Abbildung 2.3: Dargestellt sind die Einhiillenden von GauB-Pulsen mit a) N = 80 Wel-
lenziigen, z = 80X\ bzw. b) N = 5 Wellenziigenv, z = 100\. Die sonstigen

2
Werte sind % = %, T= %’r Dabei wurden die numerischen Ergebnisse und

(2.7) geplottet.
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Vorlaufer

Zwar ist die Gruppengeschwindigkeit in dispersiven Medien kleiner als die Lichtgeschwin-
digkeit ¢, doch gibt es nahe der maximalen Weglénge z,.x = ¢ - o, bis zu der sich Licht im
Vakuum bis zur Zeit tq fortbewegt hat, auch schon in Medien Modulationen des elektri-
schen Feldes. Eine Art dieser Modulationen nahe z,,,, nennt sich Sommerfeld-Vorlaufer.

Es werden Pulse behandelt, die sich fiir kurze Zeiten (¢ — 0) nach dem Einschalten

an der Stelle z = 0 wie
e(t) =a— (2.45)
verhalten. Man kann verifizieren, dass
i m+1
Ew)=ua (—> (2.46)
fiir
w — 00. (2.47)

die Fouriertransformierte von ¢ ist, indem man die Riicktransformation vollzieht:

e(0,1) = / %é(w)e’“"t (2.48)
dw i\™H it
,

Defomiert man das Integral in einen Halbkreis in der oberen Halbebene mit |w| — oo
und ergénzt es in der unteren Halbebene zu einem vollen Kreis, so ist auf diesem Integra-
tionsweg die Hochfrequenznéherung anwendbar, wenn man den Ursprung in negativem

Sinn umlauft. Das verbleibende Integral kann dann mit dem Residuensatz ausgewertet

werden:
£(0,) = —™+1(—27i)Res c (2.50)
) o wmtl i
_ a ma1 . (_Zt)m
tm
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Auch hier berechnet man den Puls, der den Weg z im Medium weitergewandert ist,

durch eine Fouriertransformation von &(w)e’*®)?. Dann erhilt man mit

17 i e
s(z,t):%/dwa (;) eikw)z—iwt (2.53)

—0o0

das reelle Feld des Pulses am Ort z zur Zeit t. Um dieses Integral auszuwerten, entwickelt
man die Wellenzahl k(w) aus (2.10) mit der Dispersionsrelation e(w) von (3.46). Die
Dispersionsrelation wird zwar erst spéater hergeleitet, sie kann aber hier angewendet

werden. Daraus resultieren folgende Ersetzungen:
¢ z 1
k(w)z = wto — ;, to = E, f = §w;t0. (254)

Zusatzlich kann man

w=1 und x = 2/&(t —tp) (2.55)

t— 1o

substituieren. Der Nenner kann dann mit dann als

wty — g —wt =1 ; fto (to — t)eiG _ § %e_ia (256)
=i (e —e") \/E(t — to) (2.57)
= xsin(h) (2.58)

umgeschrieben werden. Dann ldsst sich (2.53) weiter umformen:

a T 1 \™
e(z,t) = Py /d@(—z’w) (—_zw) giosind, (2.59)

Jetzt wird w weiter ersetzt

—+m

t—to\ 2 o
e(z,t) = %( : 0) / dfei(@sind=md), (2.60)

™

Der Imaginirteil des Integrals verschwindet direkt und bei dem Realteil kann man aus-
nutzen, dass er ein gerade Funktion ist.

m ™

= e(z,t) = 2 (t — t()) ’ /dQ cos(x sin ) — m#) (2.61)

2T &
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Und aus diesem Term l&sst sich das Endergebnis der Umformungen angeben

t—to
3

e(z,t) =a ( )ZL I (24/E(t — tp)) fir  t>t (2.62)

da mit J,,(z) die Besselschen Funktionen gegeben sind.

™

1
I () = ;/d@ cos(z sinf — m#). (2.63)
0

Fiir Pulse, welche sich nicht wie (2.45) verhalten, sei auf [9] verwiesen. Bei den Verdffentlichungen
zu dem Thema ist natiirlich [19] zu nennen, in der A. Sommerfeld das Problem fiir ebene
monochromatische Wellenziige berechnet und die Arbeit von Brillouin[4], welcher eine
Entwicklung gemacht hat, in der Vorlaufer berechnet werden, die zeitlich den Sommer-

feld’schen Vorldufern folgen.

Ergebnisse anhand von sin’-Pulsen Es werden Berechnungen mit sin?-Pulsen der

Form

€= (2.64)

sonst

{ —sin® (£2£) sin(2t) 0 < 2*aN
0

durchgefiihrt, da diese sich wie in (2.45) gefordert, entwickeln lassen. Entwickelt man

den Puls um ¢ — 07, so folgt fiir die Parameter von (2.45)

323

Demnach ergibt sich fiir die Form der Vorldufer von sin?-Pulsen

e(z,t) = _ <t—> j3(2V2't) (2.66)

Z/

mit dimensionslosen Variablen

/ lw
2 = EHZKZ' (2.67)
"= 0t —ty) (2.68)
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Zwei Beispiele hierzu sind in Abbildung 2.4 dargestellt. Man erkennt, dass an der Grenze
zur Ausbreitung mit Lichtgeschwindigkeit die analytischen und simulierten Losungen gut
iibereinstimmen und sie sich nach 3 bzw. 5 auf die Lichtperiode T" normierten Zeitschrit-
ten schon so stark unterscheiden, dass die Losungen jeweils um eine halbe Wellenlénge
verschoben sind. Das wird als Kriterium angesehen, ab dem die Sommerfeldvorlaufer
die Welle nicht mehr gut beschreiben. Hier wird also die Entwicklung der Wellenzahl zu
ungenau.

Ansonsten decken sich die Ergebnisse fiir kleine Zeiten nach eintreffen der maximal

schnellen Phasen immer besser, je mehr man an die Grenze zu ¢ = £ geht.
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Vergleich zwischen analytischer und numerischer Berechnung der Vorldufer.

Die zugrundeliegenden Werte sind a) N = 40 und z = 60\, b) N = 5 und

Abbildung 2.4

or
.
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3 Particle-In-Cell Methode

Die Methode der Fouriertransformation ist eine sehr schnelle Methode, um die Ausbrei-
tung von Wellen in Medien wie z.B. Plasmen zu bestimmen. Sobald aber nichtlineare
Differentialgleichungen gel6st werden miissen, kann man sie nicht mehr anwenden.

Bei relativistischen Plasmen entstehen durch die Bewegung der Ionen und Elektronen
im Plasma selbst Strome und Dichteschwankungen, die eigene Felder erzeugen. Diese
Felder beeinflussen aber selbst wieder die Bewegung der Ladungen, so das sich nichtli-
neare Effekte einstellen.

Eine Moglichkeit die Maxwell- und Bewegungsgleichungen fiir Plasmen zu simulieren, ist
die PIC-Methode. Hierbei wird die Dynamik des Plasmas anhand eines Teilchenensem-
bles simuliert. Dieses Ensemble wird durch so genannte Simulationsteilchen reprasentiert.
Fiir diese werden die Bewegungsgleichungen jedes Simulationsteilchens im gesamten Feld
numerisch gelost.

Man kann man sich die Simulationsteilchen auch als Klumpen von Ionen bzw. Elek-
tronen im Plasma vorstellen, so dass das Simulationsteilchen deren Gesamtmasse und

-ladung représentiert [18].

3.1 Normierungen

Um die einzelnen Rechnungen zu erleichtern, werden die physikalischen Groflen so ska-

liert, dass sie dimensionslos sind. so kann man Ort und Zeit mit

. w
t=w-t T=—z (3.1)

c
normieren. Hier ist ¢ die Lichtgeschwindigkeit es wurde eine Normierungsfrequenz w

eingefiihrt. Die Felder und Potentiale werden folgendermafien normiert:

el =,
B
MeWC MeWC MeC

F=

A (3.2)
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und die Ladungsdiche p bzw. Stromdichte jwerden mit

_opme =]
p= j= (3.3)
e ENeOC
normiert. Fiir die folgenden Rechnungen wird die ¢ = m, = e = 1 gesetzt. Da ab hier
nur noch in den normierten Groflen gerechnet wird, werden ab jetzt die Tilden fiir die
Normierung nicht mehr mitgeschrieben.

Die Maxwellgleichungen (1.1), (1.2) lauten in dieser Normierung und den gewéhlten

Einheiten
- wg L0 =
. 0= wi.
V-B=0 VXB—aE:ung. (3.5)

Dabei wurde die Plasmafrequenz w, = 1/4’”;1—6062 eingefithrt. Wenn man die Plasmafre-
quenz als Normierungsfrequenz wéhlt, werden die Terme iibersichtlicher. Fiir die Lor-

entzgleichung (1.11) und die Geschwindigkeiten gelten

d — —1 — e

Ep:q(EﬁvaB) (3.6)
d—» ﬁ

d

Der relativistische ~-Faktor lasst sich als

= A (3.9)
- 1
:\/1—1_1_),2+1_272 (3.10)
=1+ (70)2 3.11)
it (3.12)

schreiben.
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3.2 Wahl der Felder

Es wird generell bei Berechnungen in dieser Arbeit der senkrechte Einfall von ebenen
Wellen auf homogene Plasmen behandelt. Dann héngen die Felder nur noch von einer
Koordinate ab. Diese ist hier die x-Koordinate. Bei der Behandlung von Wellenausbrei-
tung in einem als lineares Medium zu behandelnden Plasma oder wenn in Abschnitt 3.5.3
sich die Felder im Vakuum ausbreiten, sind die Losungen der Wellengleichung (1.9) nur
so moglich, dass das E und B-Feld jeweils senkrecht aufeinander steht. Deshalb werden

die Felder mit den Komponenten

E,(x(t),1) 0
E=| B0t |, B = 0 (3.13)
0 B.(x(t),1)

gewdhlt. Mit dieser Wahl ist die z-Komponente des Impulses konstant. Ohne Beschrankung

der Allgemeinheit wird dieser null gesetzt.

pa(x(t),1)
p=| py((t)1t) (3.14)
0

Mit diesen Voraussetzungen geht die Wellengleichung fiir das Vektorpotential {iber in

0? 0? Wi
o~ g =5l (3.15)
AuBlerdem ist das Gauf}-Gesetz nun in der Form
o - W
—FE =2 3.16
. 2P (3.16)

Mit dieser Wahl kann man herleiten, dass in diesem Einheitensystem die transversalen

Impulse gleich dem transversalen Vektorpotential sind. Mit (7= pj + p1)

a5 d 0 0
Er i @tAL(x, t) + (Uxax)z‘h(x, t) (3.17)

Hierbei wurde benutzt, dass das elektrische Potential fiir die Ausbreitung null gewahlt

werden kann.

d d
Sh==A 1
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und dem kanonischen Impuls

P(z,t) = p(x,t) — Az, t) (3.19)
Py (x,t) = 0. (3.20)

Das heifit, fiir pl(t = 0) = 0 ist der transversale Impuls gleich dem Vektorpotential.

Also ist in diesem Einheitensystem mit p, = 0,
Py =4y (3:21)

wenn man den kanonischen Impuls in y-Richtung P,(t = 0) = 0 wéhlt.

3.3 Vlasov-Gleichung

Fiir die Losung der Maxwellgleichungen miissen die Strom- 7 und Ladungsdichte p be-
kannt sein. Zur Bestimmung dieser beim Plasma benotigt man die Verteilung der Plas-

mateilchen. In einem Fliissigkeitsmodell sei die Verteilungsfunktion
FN(flaﬁlw'wfnaﬁn) (322)

gegeben, welche die Wahrscheinlichkeit beschreibt, ein N-Teilchensystem im Phasenraum
in einer bestimmten Konfiguration (Orte ,,, Impulse p,, der nten Teilchen) vorzufinden
(vgl. Abbildung 3.2). Alle Verteilungsfunktionen f;(Z,p) der einzelnen Teilchenarten i
zusammen reichen aus, um das Gesamtsystem zu beschreiben[18]. Fiir ein stofifreies
Plasma verschwindet die totale Zeitableitung der Verteilungsfunktion f(Z(t),p(t)) fur

eine bestimmte Teilchensorte 1.

d 0 F
— F(Z(), p(1)) = = — 2
SO PU) = o f + TV + 2V, (323
=0 (3.24)
Hierbei bezeichnet ¢ die Geschwindigkeit, m die Masse und F die Kraft auf das Teil-
chen. Man kann Gleichung (3.23) nun direkt numerisch 16sen. Nur ist dieser Ansatz sehr

rechenintensiv[18], da bei dem Verfahren die Vlasov-Gleichung an jedem Phasenraum-

punkt gelost werden muss (s. Abbildung 3.2).
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3.4 PIC

Deshalb werden punktformige Simulationsteilchen eingefiihrt, die sich jeweils an den
Phasenraumpunkten (Z,, p,,) befinden. Fiir diese Simulationsteilchen werden dann die
Bewegungsgleichungen gelst, so dass man anhand der Bahn der Simulationsteilchen
im Phasenraum (Charakteristiken) den Fluss des Plasmas simuliert. Der Vorteil dieser
Technik gegeniiber dem Losen der Vlasov-Gleichung ist, dass hier jeweils nur der Fluss
an den Phasenraumpunkten der Simulationsteilchen bestimmt werden muss und nicht
im gesamten Raum, der ja auch aus Orten besteht, an denen die Verteilungsfunktion
verschwindet. Die Maxwellgleichungen miissen zwar auch noch im Raum gelést werden,

dieser ist aber nicht mehr 6 sondern 3-dimensional.

Regularisierung Zwar sollen sich die Teilchen wie Punktteilchen im Phasenraum be-
wegen, es sollen aber fiir die Darstellung der Dynamik des Plasmas durch das Gitter
bedingte StoBeffekte vermieden werden. Dafiir wird die Coulomb-Wechselwirkung durch
Ersetzen der Punktladungen durch verschmierte Ladungsdichten ersetzt (s. auch Abbil-
dung 3.1).

@0(T = Ti) — uS(T — 7)) (3.25)

Diese Ladungsdichten, auch Ladungswolken genannt, werden dann bei der numerischen
Berechnung der Felder jeweils den néchsten Gitterpunkten zugeordnet.

Hiermit erreicht man, dass sich Ladungswolken im Ortsraum iiberlagern kénnen und
ohne Probleme auch aneinander vorbei konnen. Ohne die Ladungswolken kommt es
bei kurzen Abstdnden zu starken Abstoflungen und falls die Ladungen dem gleichen
Gitterpunkt zugeordnet werden, wird die Berechnung der Kraft ungenau.

Auflerdem bliebe die Zuordnung der Ladung so lange an diesem Gitterpunkt, bis sie iiber
die Grenze zur néchsten Zelle gelange. Bei der Feldberechnung springt die Ladung dann
plotzlich auf den anderen Gitterpunkt und analog gibt es einen Sprung in der Kraft auf
die Ladung im Feld[12] [3].

Die Einfithrung der Ladungswolke verhindert dies und erméglich einen stetigen Ubergang

von einem Gitterpunkt zum néchsten.
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a)

b)

j-1

Abbildung 3.1:

a)

Impuls

Wenn die gesamte Punktladung wie in Abbildung a) dem néchsten Gitter-
punkt zugeordnet wird, gibt es Unstetigkeiten bei der Berechnung der La-
dungsdichte in den einzelnen Zellen und ein zusétzliches Rauschen in der
Energie. In dieser Diplomarbeit wird eine Regularisierung wie in Darstellung
b) gewéhlt. Dabei wird die Ladung auf die Breite einer Zelle verteilt und die
Anteile der Ladung werden den jeweiligen Gitterpunkten j zugeordnet. Am
Ende wird noch das Mittel zwischen zwei Gitterpunkten gebildet, um eine

hohere Genauigkeit zu erreichen.

b)

Impuls

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Abbildung 3.2:

Ort Ort

Veranschaulichung zweier Arten von kinetischer Plasma Simulation. a) Die
Vlasov Methode Ist die Fliissigkeitsgleichungen an jedem Gitterpunkt des
Phasenraumes. b) Bei der Particle In Cell Simulation miissen die Phasen-

raumkoordinaten der Teilchen berechnet werden.
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3.5 Transversale und longitudinale Wellen

Mit den Gleichungen (3.15), (3.16), (3.7), (3.6) kann man bei Vorgabe einer Anfangs-
verteilung der Ladungen und gegebenen Anfangsimpulsen mittels der PIC Simulation
die Felder und Phasenraumkoordinaten der Teilchen bestimmen. Dies wird prinzipiell
anhand von Abbildung 3.3 erklédrt. Deutlichter wird die Vorgehensweise noch, wenn der
Wellenloser und die Berechnung fiir das elektrische Feld anhand einfacher Beispiele ge-
testet werden.

Fiir die Particle-In-Cell Simulation werden als Startwerte die Simulationsteilchen auf
dem Gitter mit vorgegenen Anfangsimpulsen. Dabei vernachléssigt man hier die Bewe-
gung der Ionen, da deren Masse drei Groflenordnungen hoher als die der Elektronen
ist. Deshalb werden nur Elektronenbewegungen in einem homogenen Plasma vor festem
Ionenhintergrund betrachtet.

Das Gaufl’sche Gesetz (3.16) erlaubt die Berechnung des elektrischen Feldes E,, das Vek-
torpotential in y-Richtung A, gibt den Impuls in y-Richtung vor. Da man jetzt die Felder
auf dem Gitter kennt, kénnen jetzt die Kréfte auf jedes Teilchen mit (3.6) berechnet wer-
den. Sind die Kréfte auf jedes Teilchen bestimmt, ldsst sich damit die Geschwindigkeit
jedes Teilchens mit (3.7) bestimmen und danach dann auch die Ortsverteilung der Plas-
maladungen nach einem Zeitschritt sowie die Stromdichten wéahrend dieses Schrittes.
Durch die y-Impulse ist durch das Vektorpotential das Magnetfeld bestimmt und die

Berechnung kann wieder von vorne beginnen.
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Vorgabe der Startwerte
(Vektorpotential auf dem Gitter,
Ladungsverteilung mit
Anfangsgeschwindigkeit der
Simulationsteilchen )

e) Berechnung des Vektorpotentials

a) Berechnung des [« A
elektrischen Feldes

d) Neuberechnung von
Ladungskonfiguration und
Stromdichten

b) Bestimmung der Kraft
auf jedes Teilchen A

c¢) Propagation
der Simulationsteilchen

Abbildung 3.3: Das Schema der PIC-Simulation: Ordnet man die Feld- und Bewegungsglei-
chungen den Schritten zu, dann wird bei a) (3.4), b) (3.6), ¢) (3.7), d) die
Regularisierung und e) (3.15) berechnet.

In der nichtrelativistischen Physik wird v = 1 gesetzt. Dann sind das Gauf}-Gesetzt
und die Wellengleichung fiir das Vektorpotential entkoppelte Differentialgleichungen und
sie lassen sich einzeln 16sen. Um einerseits die einzelnen Teile des Codes zu testen und
andererseits deren Arbeitsweise nidher zu erldutern werden hier zwei Félle von Wellen-
ausbreitung betrachtet. Einmal wird die transversale Ausbreitung von Wellen im Plasma

behandelt und einmal die longitudinale.
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3.5.1 Explizites Verfahren zur L6ésung der Wellengleichung

Es wird ein explizites Verfahren zum Losen der Wellengleichung benutzt [2].

Expliziter Algorithmus

Beim expliziten Losungsverfahren werden bei der normierten Wellengleichung (3.15) die
Felder an den Gitterpunkten berechnet, indem die Ableitungen numerisch umgesetzt
werden.

w2

= =L J (1) = Az, 1) — O A(x,1) (3.26)

Mit diskretisiertem Ort und diskretisierter Zeit berechnet man die Ableitungen nume-
risch [2]:

r— j-Ax (3.27)
t—n-At (3.28)
Az, t) — A(j- Az,n- At) = A} (3.29)
w? An | —2A" + A7 AT —2An 4 AT
_ P _ Tyl J i S | J J
= 2 J; () (A1) . (3.30)
2
w
= AT = a[Af, - 247 + A7 ] + 247 — A7+ 2] (A1) (3.31)

Hierbei ist a = (%)2. Das Courant-Kriterium % < 1 legt hierbei ein Maximum fiir
diesen Faktor fest. Die Herleitung dieses Kriteriums findet man in [2], anschaulich ist
es in Abbildung 3.4 dargestellt. Der Fall % = 1 ist fiir den Fall der Ausbreitung der
elektromagnetischen Welle im Vakuum stabil. Es wird ein Wert kleiner eins gewéhlt,
damit man nun den Einfall einer Welle von x < 0 auch in ein Medium simulieren kann.
Zum Beispiel wird vorgeben, es sei kein Vektorpotential zum Zeitpunkt t = n- At = 0
vorhanden und am Rand sei A(0,n - At) zu jeden Zeitschritt nAt vorgegeben. Das be-

wirkt eine Ausbreitung des Pulses vom linken Rand des Simulationsgebietes zum rechten.
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Abbildung 3.4: In der linken Grafik ist zu sehen, wie das Vektorpotential zum n-ten Zeit-
schritt berechnet wird. Dabei wird A7 mittels A;‘:ll,A?*Q, A;“l und A;‘:ll
bestimmt. A;L_l dementsprechend mit den Werten, die auf dem Gitter einen
Schritt weiter links liegen. Die rechte Abbildung zeigt das Ganze noch einmal
fiir den Schritt n + 1. Hier ist die Berechnung einen Orts- und Zeitschritt
weitergewandert.

Das Courant-Kriterium bedeutet, dass die Berechnung der Gitterpunkte im-
mer mindestens genauso schnell sein muss, wie die Ausbreitungsgeschwin-

digkeit des betrachteten Feldes bzw. Potentials.

Vergleich mit analytischen Rechnungen

Nichtrelativistische stationdre Bedingungen In einem Medium mit Brechungsindex

n gilt fiir den Wellenvektor im Medium k=n- ko, wenn kg der Wellenvektor im Vakuum

ist.
1-£ 1—n
k
= — . 3.32
142 1+n (3:32)
Fiir eine von = —oo einlaufende ebene Welle mit Amplitude A™ ist das gesamte Feld

mit den in Abschnitt 3.1 gewédhlten Normierung fiir z < 0 und Grenzfliche bei x = 0

liegt:

Aypre = Atel@8) 4 g=eilze7D) (3.33)

ypre

Die Welle, die sich in dem Medium bei x > 0 fortpflanzt, wird mit

Aypost = Age’ e (3.34)
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bezeichnet. Hierbei sind A*, A, die Amplituden der reflektierten und transmittierten
Welle. Durch die Stetigkeitsbedingungen - das Feld darf keinen Sprung haben und die

Normalenableitung muss stetig sein - folgt

2A*
A, = 3.35
1+n ( )
n—1
A = AT .
n+1 (3:36)
Man kann Poyntingvector J definieren als
1~ -
S = §E x B (3.37)
1
= —QatAy(x, )0, Ay (z, 1) (3.38)
1
= Sein = 5(A+2 — A7 (3.39)
S 4
14+n (340)
1
= Saus = 5nAg (3.41)
Auflerdem gilt mit den Gleichungen (3.33) und (3.36) fiir reelle Amplituden
|Aypre|> = AT+ A7 4 ATA™ (¥ 1 e7) (3.42)
2 A2
= A" (1 + e + A" cos(Zx)) . (3.43)
Fiir die transmittierte Welle folgt bei Betragsbildung sofort
| Ayposs|* = Az (3.44)

Es wurden nun fiir verschiedene Frequenzen und Amplituden Wellen auf ein Plas-
ma propagiert und dabei die Stromdichte berechnet, sowie der Realteil der Welle (s.
Abbildung 3.5 ausgegeben. Da in diesem Teil der Arbeit der Wellenloser alleine ge-
testet wurde, ist die Stromdichte in (3.15) nichtrelaivistisch vorgegeben worden mit
Jy = —vyn(z,t) = —2n(z,t) = —w?A,. Mit der Néherung erhilt man die Disper-
sionsrelation fiir nichtrelativistisch Plasmen aus der Wellengleichung[5] (3.15). Fiir die
Berechnung wird als Normierungsfrequenz w, gewéhlt.
0? 0?
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Mit Aypre oder Apog ist
=k =uw’ —w’ (3.46)

Dies ist die Dispersionsrelation fiir nichtrelativistische Plasmen. Man kann sehr deutlich
in Abbildung 3.5 erkennen, dass fiir ;}2—% = % die Wellenlédnge sich im Plasma, welches
sich im Halbraum z’ > 0 befindet, verdoppelt. Nach der Dispersionsrelation muss das
auch so sein, da k? = %w o A7t ist.

In Abbildung 3.6 wurde der Betrag der Welle ausgegeben und mit (3.43), (3.44) vergli-
chen. |A,post|? ist konstant. Das wird reproduziert. Die Schwingungen zum rechten Rand
hin resultieren daraus, dass bei der Simulation erst eine monochromatische Welle in die
positive x-Richtung geschickt wurde und sich die stationdren Bedingungen erst einstellen
mussten. Nach langer Rechenzeit werden diese Schwingungen aber immer kleiner. Die

Stromdichte ist hierbei konstant mit Se, = 0.67 & 1% und S, = 0.67 = 1.5%.

35



O O L 1 0 O | S SO (S -
0.5 Aot -
<
T 0 A -
@
S0.5 Aot S — Y USU SRR SR (SURRURRON USRI SUSUNE SUSTUIUOURRRN SRRSO SUSUSUSURSRSISRRRR OSSR NSRRI S NN
5 SO SO 6 OO 0 Ot 0 O O S0 SO Ot OO0 OR HOORON SOSON OO -
-1.5 T T T T T
4 2 0 2 4
X'

Abbildung 3.5: Die Darstellung zeigt den Realteil einer ebenen Welle, welche an einem Plas-

2
ma mit % = % reflektiert wird. Man erkennt, dass sich die Wellenldnge im
Plasma verdoppelt. Fiir die Normierungsfrequenz wurde die Plasmafrequenz

gewdéhlt.

3.5.2 1d Berechnung des elektrischen Feldes
Algorithmus

Fiir die Berechnung des longitudinalen elektrischen Feldes wird aus den Anfangsbedin-

gungen die Bewegungsgleichung der Teilchen fiir einen Zeitschritt gelost. Mittels des

36



1.4 L ; ; L :

% % % % Wellenloeser
7 _anal ih +I |
PP T T ARARRSN —
12 A .
T e e e e -
z T e e Y .. -
0.9 L1l AL A A .
08 1 ALt — — —
or A A A T .

L | ot o A 1 |

0.6 T T T T T

4 2 0 2 4

©

Abbildung 3.6: Der berechnete Betrag der Welle (Wellenloser) wird mit Gleichung (3.43),
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Gauf’schen Gesetzes aus (3.4) wird damit dann das longitudinale Feld neu bestimmt.

n_ K. n n
Ej EJfl T T

e = 5 (3.47)
v = =l =y W ALER (3.48)
k
n+i n+i
x; P =ai 4 ? (3.49)

Fiir den jeweils folgenden Zeitschritt sind die fiir die Berechnung der Ladungsdichte
benotigten Positionen bekannt, also kann das elektrische Feld neu bestimmt und die
Bewegungsgleichung auch von neuem gelést werden. Die Mittelung in der Bestimmung
der Ladungsdichte auf dem Gitter ist notig, da bei der Ableitung des Feldes nach = der
berechnete Wert zwischen den Gitterpunkten liegt. Also wird die Rechnung genauer,

wenn man auch die Teilchendichte dort berechnet.

Plasmaschwingungen

Es wird ein Test zur Berechnung der Plasmaschwingungen bei anfinglich homogener La-
dungsverteilung mit zum Gittermittelpunkt symmetrischer Impulsverteilung der Ladun-
gen gemacht. Dabei wird eine Teilchendichte benutzt, wie sie auch fiir die relativistische
Teilchensimulation verwendet werden kann. Fiir die einzuhaltenden Parameter sei auf

[1] verwiesen.

Kontinuierliches Plasma Das geladene Teilchen bei kleinen Stérungen mit der Plas-
mafrequenz schwingen, gilt auch fiir ein Plasma.
Als Parameter der Simulation dieser Schwingung sind 1000 Gitterzellen mit zwei Simu-

lationsteilchen pro Zelle gewdhlt worden. Die Impulse sind anfangs jeweils mit p,, =

0.2sin (2?]) und die Teilchen selbst homogen im Ort verteilt worden. Hierbei ist i ein
Teilchenindex und J die Gittergrofle.
Wie in Abbildung 3.7 anhand der Teilchenbahnen zu sehen, schwingen die Teilchen

wirklich mit der Plasmafrequenz.

3.5.3 Teilchenbewegung im Vakuum

Dieses Kapitel behandelt die Bewegung eines Elektrons in einer elektromagnetischen
Welle fiir grofe Amplituden. Da das Elektron in diesem Fall sehr hohe Geschwindig-

keiten erreicht, miissen die Bewegungsgleichungen des Elektrons hierbei relativistisch
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gerechnet werden.

Der relativistische v-Faktor bedingt, dass die im nichtrelativischen Vakuumgrenzfall un-
gekoppelten Gleichungen fiir die Felder nun gekoppelt werden und man das Differenti-
algleichungssystem insgesamt 16sen muss.

Weil die Bahn einer relativischen Testladung, in diesem Falle ein Elektron, im elektro-
magnetischen Feld noch analytisch behandelbar ist, wird dieses Beispiel dafiir benutzt,

eine PIC-Methode zur Berechnung der Bahn eines geladenen Teilchens zu entwickeln.

Analytische Behandlung

Bei der Behandlung des Problems von einem Elektron im elektromagnetischen Feld
wird die Riickwirkung der Ladung auf das elektromagnetische Feld vernachlassigt. Also
generiert das Elektron bei der Bewegung im Feld weder eine signifikante Ladungsdichte
p noch eine Stromdichte ;

Fiir den Fall der Ladung im Feld einer ebenen Welle ergibt sich dabei eine Vakuumacht

mit quadratischem Zusammenhang zwischen longitudinalem und transversalem Impuls.

Maxwellgleichungen im Vakuum Also gelten die Maxwellgleichungen (1.1) und (1.2),

nur jetzt ohne die inhomogenen Terme und mit den elektromagnetischen Feldern im

Vakuum
V-E=0 (3.50)
VXE—%E:O (3.51)
V-B=0 (3.52)
VXE+%*=0 (3.53)

Fithrt man die Potentiale wie in (1.4) und (1.5) ein, so kommt man wieder auf die

Wellengleichung (3.15) ohne inhomogenen Term:
0=AA— —A (3.54)
Transversale elektromagnetische Wellen Es werden transversale elektromagnetische

Wellen betrachtet, die sich in x-Richtung (k = k&,) ausbreiten. Im Fall der Ladung im

Vakuum kann man auflerdem fiir das elektrische Potential ¢.; = 0 fordern. Im Folgenden
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werden auch die Normierungen aus Abschnitt 3.1 gewdhlt. Damit kann man die Phase
der Welle

A(¢) = Aoé, sin(9) (3.55)
mit

p=wt—kr=1—17 (3.56)

angeben. Fiir die Ableitungen gelten damit folgende Zusammenhénge:

0 0

0 0

Bewegung der Testladung Die Bewegungsgleichung der Testladung in dem wie in
(3.13) vorgegebenen Feld ist durch die Lorentzgleichung

d , .
Eﬁ: —(E(z,t) + v(x,t) x B(x,t)) (3.59)
mit dem relativistischen Impuls p'= v = 7%5 bestimmt, wobei v = /1 + p? ist.

Nun wird zuerst hergeleitet, dass in diesem Problem und Einheitensystem die transver-

salen Impulse gleich dem transversalen Vektorpotential sind. Mit (p'= pj + p'1)

(405 d 0 0
dtpL = atAL(x,t) + (v, ax)AL(a:,t) (3.60)
d
=—A t .61
pp 1 (1) (3.61)

und dem kanonischen bzw. verallgemeinerten [11] [8] Impuls

P(z,t) =p(z,t) — A(z, 1) (3.62)

61 d
(1) —Pu(.1) = 0. (3.63)
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Das heifit, fiir pl(t = 0) = 0 ist der transversale Impuls gleich dem Vektorpotential.
Wegen der Feldwahl in (3.13) ist das Vektorpotential in z-Richtung null, also

0
Az, t) = | Ay(x,t) | =| Az 1) (3.64)
0 0
= py(z,t) = Ay(x, 1) (3.65)
Dz = (3.66)
Gleichzeitig lasst sich fiir den parallelen Impuls p,
d . .
P = —E, — [U x (V x )L (3.67)
2A (x,t) — 0 2A(:zc t)| + (0V)A (3.68)
ot~ ox * '
d 0 -
=—A, —UT|=—A .
e =0 {835 (:E,t)} (3.69)
364) | 0 »
7| 5200 (3.70)
— 7| & (o) (371)
=75 )
— L a0 (3.72)
= v o, .
d
finden. Damit entdeckt man hier eine Erhaltungsgrofle:
& const. =y — p, (3.74)

Wihlt man das Elektron anfangs in Ruhe, so ist v(x(0),t =0) =1

= 14+ p.(z,t) = y(z,1) (3.75)
und man bekommt

1
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So man hat den quadratischen Zusammenhang zwischen Transversal- und Longitudina-

limpuls gefunden. Nun wird die Form der Felder beriicksichtigt.

Py = Ay(¢) (3-77)
= Aysin(¢) (3.78)
2 ), = 2 Afsin’(0) (3.79)

In z-Richtung findet keine Bewegung statt, die in y-Richtung ist periodisch, dort ist der
kanonische Impuls erhalten. Aber das Elektron wird in x-Richtung beschleunigt, was
man auch unmittelbar daran erkennt, dass laut (3.79) p, immer positiv ist.

Es lédsst sich eine mittlere Geschwindigkeit des Elektrons ermitteln. In das mit dieser

Geschwindigkeit ¥ mitbewegte Bezugssystem wird mittels einer Lorentztransformation

gewechselt.
v =7(0)y — (v)op, (3.80)
Py = =)0y + 7(0)ps (3.81)
Es wird gefordert, dass
p, =0 (3.82)
ist.
_ A?
=V = it A (3.83)
4+ A2
= () = 0 (3.84)

/16 + 847

Setzt man dies in (3.81) ein, so folgt

A?
= ———2 — cos(2 3.85
Pe /16 4 8AZ (2¢) (3:85)
Py, = py = Agsin(e). (3.86)

Beim Wechsel der Bezugssysteme gibt es auch Zeitdillatation. Die Zeit im mitbewegten
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t
v(9)

System ist 7 = . Die Laserfrequenz ist wegen

d

d

=g (3.87)
— (1 —v) (3.58)
— (3.89)
= const. = 1 (3.90)

fiir das Elektron im momentanen Ruhesystem des Elektrons immer konstant.

Damit lassen sich jetzt die Impulse integrieren:

/
' —xy = /dt& (3.91)

N

:/dTp; (3.92)

2 [ o, (3.93)
AQ

=——+—0 sin2¢ (3.94)

— S
2,/16 + 8A3

und analog
Y —yp = Ao(1 — cos @). (3.95)

Gleichungen (3.90) und (3.94) bilden die Vakuumacht.

Kopplung der Vakuumfeldgleichungen

In diesem Teil des Programmes wird die Kopplung zwischen den explizit berechneten

transversalen Feldern und der Berechnung des longitudinalen elektrischen Feldes herge-
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stellt. Wenn man sich die zu losenden Gleichungen mit der Normierungsfrequenz

0? 02

—j, = @Ay _ @Ay (3.96)
. %Em (3.97)
%px — (B, + %%Ay) (3.98)
py =4, (3.99)
vy = ? (3.100)
vy ="* (3.101)

betrachtet, erkennt man, dass der y-Faktor sowie die Strom- und Ladungsdichte die
Gleichungen koppeln.

Da es hier verschiedene mogliche Ansétze gibt, wird hier der beschrieben, welcher letzt-
endlich fiir die Berechnung benutzt wird.

Denn man muss bei der Berechnung des y-Faktors darauf achten, dass die p,,; jeweils
Teilchenvariablen und die Py, Variablen sind, die direkt auf dem Gitter berechnet wer-
den (vgl. Abbildung 3.8). Deshalb muss hier einerseits fiir ein 7, welches auf dem Gitter
berechnet wird, jedes Mal der Teilchenimpuls gewichtet werden, wie es auch schon mit

dem Ort des Teilchens bei der Berechnung der Ladung auf dem Gitter geschehen ist.

Das Elektron befindet sich zum Zeitpunkt ¢t = n- At an der Position x. Durch die
Regularisierung (3.25) kann man den Anteil des Impulses auf den Zwischengitterpunkten
J+ % und einen mittleren Impuls p; ¢, an den Gitterpunkten j selbst berechnen. Damit
sind dann alle Gréflen zur Berechnung eines y-Faktors v; der Gitterpunkte gegeben, mit

dem nun die Kriafte auf das Teilchen bestimmt werden konnen. Anschaulich sind die
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Zusammenhénge in Abbildung 3.8 dargestellt und in Gleichungen ausgedriickt ist das

E =Wt + Wi+ 1 fjn (3.102)
p
[ =—-—"B; (3.103)
i
=140, + P, (3.104)
- 1
Dz,Gr; = §(p$7Gr,71 +p$7Gr_+1> (3105)
J—3 JT5
PaGr, 4 = Wlilpe + W5 + 1]ps. (3.106)
%‘ 7j+1
pa: Gr % px Gr px Gr
J+1m
j—l j j+1 j+2
| X

Ladung q am Ort x; mit Impuls p,,

Regularisierung

Abbildung 3.8: Berechnung der y-Faktoren als GittergroBen. Die Ladungswolke befindet sich
am Ort x; zwischen den Gitterpunkten j und j + 1. Der Impuls der regula-
risierten Ladung wird den Gitterpunkten gewichtet zugeordnet und daraus

werden die Gitterimpulse fiir die Berechnung der v Faktoren gebildet.
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Simulationsergebnisse

In Abbildung 3.5.3 ist der Zusammenhang zwischen dem transversalen und longitudina-
len Impuls aus (3.76) dargestellt. Man erkennt, dass der maximale longitudinale Impuls
Darnay, Wirklich %pymx ist.

Mit den Impulsen kann man mittels (3.100) und (3.101) die Teilchenbahn der Ladung
bestimmen. Es wurde eine Lorentztransformation in das mit vy mitbewegte Bezugssys-
tem gemacht. Die Bahn von Abbildung 3.10 gibt den Zusammenhang von (3.94) und
(3.95) wieder.
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Abbildung 3.7: Simulation einer longitudinalen Plasmawelle: Die Ortsachse ist auf die Plas-
mafrequenz normiert. Es wurden 2 Teilchen pro Gitterzelle gewahlt und die

Anfangspulsverteilung der Teilchen am Ort x; ist p, = 0.2sin 2%331
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Abbildung 3.9: Quadratischer Zusammenhang zwischen dem longitudinalen Impuls p, und
dem transversalen Impuls p, (Gleichung (3.79)). Die Amplitude der Anre-
gung ist Ag = 0.001, die Zeit- und Ortsschrittweite ist Az = At = .001.
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Abbildung 3.10: Teilchenbahn einer negativ geladenen Testladung im Feld einer ebenen elek-
tromagnetischen Welle im mit g mitbewegten Bezugssystem. Fiir die Pa-
rameter der Simulation sind als Amplitude Ay = 0.001 und Zeit- sowie

Ortsschrittweite Az = At = .001 gewéhlt worden.
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4 Ausbreitung relativistischer Laserpulse

Im letzten Abschnitt wurde eine Kopplung der zu lésenden Differentialgleichungen be-
handelt. Ab diesem Abschnitt werden die vollen relativistischen Bewegungsgleichungen
benutzt, welche nun auch die Riickwirkung durch den Ladungstransport bei der Teil-
chenbewegung beinhalten. Dies fithrt zu zusédtzlichen Kopplungstermen in den Diffe-
rentialgleichungen. Es gibt dabei Modulationen der Schwingungsfrequenz des Plasmas.
Hervorgerufen werden diese unter anderem durch Dichtemodulationen, ein Effekt der
wiederum zu Anderungen der Felder fiihrt.

In diesem Kapitel wird zuerst an Abschnitt 3.5.2 ankniipfend die Propagation eines
kurzen Pulses in einem kalten, anfangs homogenen Plasma behandelt. Dabei spielt der
Puls die Rolle einer kleinen Storung. Danach werden Plasmawellen untersucht, angeregt
durch ebene Wellen in einem unterdichten Plasma.

Im Gegensatz zum vorherigen Kapitel kann man jetzt auch nicht die Feldgleichungen und
die Bewegungsgleichungen nacheinander 16sen, sondern muss die Gleichungen insgesamt
als gekoppeltes Differentialgleichungssystem angehen. Da die Ladungsdichte in diesem
Fall nicht mehr als verschwindend zugelassen werden kann, muss auch ein longitudinales
elektrisches Feld F berechnet werden.

Es gelten die Gleichungen (3.4) bis (3.8) und es folgt

%ﬁ:—ﬁ—%’xé (A1)
L 0 o w2
VxB—a :_w_g] (4.2)
L0 4
2
LW
V-B=0 (4.5)
0 S
&n—i—v-nvzo (4.6)



Nun wird das Gleichungssystem in das mit der einzelnen Ladung mitbewegte Bezugssys-
tem transformiert und die entstehenden Bewegungsgleichungen behandelt. Dabei konnen
in Ordnungen von ‘:’J—% u. a. Dispersionsrelationen héherer Ordnung gewonnen werden.
Die folgenden Rechnungen orientieren sich an [17], es werden aber direkt die linear po-

larisierten Wellen mit p, = 0 behandelt.

%px =-F, —v,DB, (4.7)

%py =-F,—v,DB, (4.8)

2 g ) (4.9)

_(981' . % y = z—énvy (4.10)
%Ey:_%gz (4.11)
_%Ez:_%By (4.12)

%n + %(nvm) =0 (4.13)

Die folgenden Schritte benutzen wieder die Phase ¢ = wt — kx = ﬁ mit der Phasen-

geschwindigkeit vpy, = 5 Fiir die Ableitungen finden sich folgende Zusammenhénge:

0 d vpn d Upp d

g2t 2, ' 9 4.14

8x_>d¢—)vph—vxdt_)vph'y—pxd7 ( )
1 d

o _,__ 4,1 (4.15)

— — —.
Ox vpy d¢ UppY — Po dT

Dabei ist % die Ableitung nach der Zeit im momentanen Bezugssystem des betrachteten

Teilchens.

51



Nun wird das Gleichungssystem im Bezugssystem des Teilchens betrachtet.
d

&, = —7E, — p,B. 4.16
dTp Y Py ( )
d
Py = 7By — paB: (4.17)
d w?
—’UPhEEx = —w—g(vvph — Pz )N, (4.18)
d d w3
EBZ — UPhEEy = —E(’VUPh — Pa)NUy (4.19)
d d
2B, = vph—B. 4.20
dr Y UPh dr ( )
d d
—_—n — — = 4.21
UPh T (nv,) =0 (4.21)
Gleichung (4.21) ergibt durch Integration
n(vpp — v;) = const. (4.22)

Bei homogenen Plasma mit ruhenden Teilchen folgt

n(vpp — vz) =n (4.23)
=0 (4.24)
Uph — Ug
Durch Integration von (4.20)
Ey = UphBZ. (425)

(4.24) und (4.25) in (4.18) und (4.19) eingesetzt, ergibt

d w?
d w?
(VB — 1)53,2 = w—‘;vphpy. (4.27)

Setzt man hier wieder p, = %5, Dy = %77 ein mit £ = x — xg und n = y — yo, folgt
2

mit der Abkiirzung o2 = <5 _LPh

w? v —1
2wl , d
- Lt = —g*p— 4.2
o2& T = o (4.28)
d—zn + o*vppyn = a%if. (4.29)
dr? dr
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Damit erhélt man ein System zweier gekoppelter relativistischer harmonischer Oszilla-

toren.
d2 w?
a6+ 56 =—", (4.30)
d2
a2t o*(vpny — pz) = 0 (4.31)

Jetzt wird die Dispersionsrelation fiir besonders kleine Plasmadichten Z—‘z’ < 1 bestimmt.
w2 .
Die Variable in (4.30), (4.31), welche direkt von —§ abhéngt, ist 0. Wenn man o =

2 2 ;
08 + O((%)2) = %vé):h verwendet und vp, = 1 + Ul(vllz(wp

=£)? als Entwicklung fiir die

Phasengeschwindigkeit benutzt, kommt man in der Ordnung (Z—§)2 auf

w?

2
1 w 0 2
ot (vh, — 1) = 208 (=3)* = (=5)%vp - (4.32)
Da in nullter Ordnung, bei Annahme einer 2m-periodischen transversalen Schwingung

08 =< 7 > im Bezugssystem der Ladung ist [17], folgt

2 w?
[ (4.33)

Uph v
=w’ -k (4.34)

2
In der letzten Gleichung wurde @, = % benutzt, sozusagen eine Plasmafrequenz, die

relativistische Massenzunahme beriicksichtigt.

4.1 Kurzer, schwacher Puls

Da in 3.5.2 an einem nichtrelativistischen Code gearbeitet wurde, wird hier gezeigt, dass
in einem unterdichten Plasma mit w = 10 - w,, die Dispersionsrelation auch in einem re-
lativistischen Code fiir kleine Storungen im Plasma giiltig ist. In 4.1 ist ein Simulations-
ergebnis dargestellt, bei dem ein sin?>-Puls mit 5 Wellenléingen und Aq = 0.01 durch das
Plasma propagiert ist. Man sieht am Ende des Simulationsbereiches 5 Oberschwingun-
gen in der Plasmaschwingung, die von dem Puls herriihren. Man kann sehr gut erkennen,
dass die Storung bei der Amplitude so klein ist, dass sie keine Auswirkungen mehr auf
die spétere Plasmaschwingung hat. Auch erkennt man, dass hier das Verhéltnis zwischen
der Wellenlénge der longitudinalen Schwingung Ajone und der transversalen Schwingung

long ___

Atrans, auf die die Ortsachse skaliert worden ist, /(\t— 10 entspricht.
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Abbildung 4.1: Longitudinales elektrisches Feld eines Plasmas der Dichte % = 0.01 nach
Durchgang eines sin?-Pulses der Lénge von 5\, Amplitude Ey = 0.01.

4.2 Anregung von Plasmawellen

In diesem Abschnitt werden Bedingungen untersucht, bei der durch eine geringe Dichte
bedingt, das Plasma das angelegte transversale elektrische Feldes E, nahezu ungestort
propagieren ldsst. Dabei ist die Plasmafrequenz mit :—‘E = 0.01 gewéhlt. Bei jeder im
Folgenden beschriebenen Grafik ist die Ortsachse auf die anregende Wellenlédnge der
transversalen Welle E, normiert. In den folgenden Situationen ist das Simulationsgebiet
anfangs wieder in der Halfte geteilt. Von 0 bis 100 wird Vakuum vorgegeben und in der
anderen Halfte des Gebietes liegt das homogen verteilte Plasma. Danach propagiert eine

Welle von links in das Plasma.
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In Abbildung 4.2 ist eine longitudinale Plasmawelle dargestellt, welche durch ein pe-
riodisches transversales Feld mit der Amplitude Fy = 1 angeregt wird. Wie man durch
das Verhéltnis % = 11+3% sieht, ist im Gegensatz zur eben behandelten Storung hier
die Wellenlénge grofier geworden. Dies lésst sich damit erkldren, dass die Plasmafrequenz
durch ein grofleres durchschnittliches 4 im Laborsystem abnimmt und so eine grofiere
longitudinale Wellenldnge hervorruft. Man erkennt an dem Plot der -Faktoren, dass
es durchschnittlich zwischen 1 und 1,5 liegt. Jeder Datenpunkt im Diagramm 4.2, der
einen ~-Wert angibt gibt gleichzeitig Aufschluss iiber die Positionen der dazugehorigen
Teilchen. In Abbildung 4.2 ist zu erkennen, dass es im Groflen nur leichte Dichtemodu-
lationen an den Minima der longitudinalen Schwingung gibt.

Aber sehr interessant sind auch die Oberschwingungen, die auf der longitudinalen Schwin-
gung zu finden sind. Man erkennt in Abbildung 4.4, dass zwei Wellenléngen dieser Ober-
schwingungen pro transversaler Schwingung existieren. Durch das Potential, welches das
transversale Feld aufbaut, sammeln sich Teilchen in den Potentialtélern der transversalen
Schwingung. Gut zu erkennen ist das an den Zacken in der Verteilung in der Abbildung
4.2 an den ~v-Werten, die immer auf den Wellenbergen und Télern der transversalen
Schwingung sind, was man wiederum in der Vergroferung (Abbildung 4.4) sieht.

Die grolen Werte an der linken Seite von Abbildung 4.2 rithren von Oberflicheneffekten
her. Es werden unter anderem auch Teilchen in den Vakuumhalbraum beschleunigt und
die Verzerren die Ladungsdichte am Rand.

Bei der dreifachen Amplitude Ay = 3 in Abbildung 4.3 ist das Verhéltnis der Plasma-
und Anregungswellenldnge mit %:i = 16.75 £+ 2% noch etwas grofler. Hier erkennt
man, dass die Elektronen in dieserﬁ Feld stirker beschleunigt werden als in dem mit
der Amplitude Ay = 1 von Abbildung 4.2. Durch die Dichtemodulation, die ja erst FE,
hervorruft, gruppieren sich die Elektronen noch stiarker, obwohl sie sich durch ihre La-
dung eher abstoflen wiirden. In diesem Fall ist die Welle auch nicht mehr sinusférmig
wie bei Abbildung 4.2. Die dichter gepackten Simulationsteilchen verzerren die longitu-
dinale Welle. Man kann auch gut an den Bogen bei der Darstellung von v sehen, wie
Teilchen aufgrund des durch die Plasmawelle entstandenen Potentials beschleunigt wer-
den. Innerhalb einer longitudinalen Plasmaschwingung werden die Teilchen entlang der
nach rechts ansteigenden Flanke in die daraus entstehende Potentialmulde nach links

gezogen. An dem Anstieg der Schwingung werden sie aufgehalten.

95



In der VergroBerung 4.3 nimmt man die Modulation der Teilchendichte durch das trans-
versale Feld noch viel starker wahr. Dies ist ein Indiz dafiir, dass die Einzelteilchen auch
im Plasma Bewegungen ausfiihren, die dhnlich der Bewegung eines einzelnen Elektrons
im Vakuum sind.

Da in Abbildung 4.5 die Plasmawelle bei einer Anregung von Fy = 10 fast den
gesamten Simulationsraum ausfiillt, ist die Bestimmung des Wellenldngenverhéltnisses
% = 36.8 £ 3.8% mit einem grofleren Fehler behaftet. Man erkennt aber, dass die
Plasmawellenléingen mit dem Ansteigen der Amplitude der Anregung und somit auch
mit der Bewegungsenergie der Simulationsteilchen stark zunimmt.

Sehr interessant ist es, sich in diesem Zusammenhang die Ausbreitung der Teilchen in das
Vakuum in Abbildung 4.6 anzuschauen. Bei der Anregung mit der starken Amplitude
werden besonders viele Teilchen aus dem Plasma herausbeschleunigt. Aus den Schattie-
rungen in dem Plot kann man schlieffen, dass beim Bilden der Plasmawelle die Teilchen
in zwei Stoflen aus dem Plasma herausgedriickt werden. Es gibt eine Ladungswolke, die
sich schon weit nach links bewegt hat. Dann folgen weniger Teilchen. Und anscheinend

kommt durch die zweite Plasmawelle ausgelost die néchste Ladungswolke.
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Abbildung 4.2: Longitudinales Feld E,, transversales I, und die Teichenenergien ~y. Die

2
Parameter der Simulation sind: Amplitude der Anregung: Ey = 1, :’—g = 0.01.

Die Ortsachse ist auf die Wellenldnge \ der Anregung normiert.
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gamma, E_y, E_x
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Abbildung 4.3: Longitudinales Feld E,, transversales E, und die Teilchenenergien ~y. Die

2
Parameter der Simulation sind: Amplitude der Anregung: Ey = 3, :’—g = 0.01.

Die Ortsachse ist auf die Wellenldnge \ der Anregung normiert.
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Abbildung 4.4: Transversales E, mit der maximalen Amplitude FEy = 1 und die Teilchen-
energien v sind dargestellt. Die Wellenlédnge der Dichteschwingung ist halb

so grof3 wie die des transversalen Feldes.
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Abbildung 4.5: Longitudinales Feld E,, transversales I, und die Teichenenergien ~y. Die

2
Parameter der Simulation sind: Amplitude der Anregung: Eg = 10, :’—g =

0.01. Die Ortsachse ist auf die Wellenldnge A der Anregung normiert.
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Abbildung 4.6: Ausbreitung der Plasmateilchen ins Vakuum.
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5 Zusammenfassung

Im ersten Teil dieser Diplomarbeit ist die Propagation von linear polarisierten Pulsen
in kalten Plasmen im Bereich der linearen Optik untersucht worden. Dabei wurden ei-
nerseits die Propagation von Gauf}-Pulsen in der SVE-Naherung und andererseits die
Vorldufer von sin?-Pulsen untersucht. Es wurde gezeigt, dass die Entwicklung der Gauf}-
Funktion fiir die SVE-Néherung fiir kurze Pulse nicht mehr giiltig ist. Fiir lange Pulse
kénnen aber die Simulationsergebnisse die SVE-Nédherung sehr gut bestéitigen. Fiir die
Simulation von Wellenausbreitung von langen Pulsen in nichtrelativistischen Plasmen

ist sie also mit kleinen Amplituden sehr gut geeignet.

Aufbauend auf diesen Ergebnissen wurde eine Particle-In-Cell Simulation geschrieben.
Mit dieser wurde einerseits gezeigt, dass die Dispersionsrelation der linearen Optik fiir
Plasmen transversaler Wellen gilt. Andererseits wurde gezeigt, dass ein Plasma bei klei-

nen Auslenkungen mit der Plasmafrequenz schwingt.

Besonders wurde die Kopplung der Feld- und relativistischen Bewegungsgleichung an
dem PIC-Programm getestet. Analytisch kann man die Gleichungen entkoppeln und die

Bahn des Teilchens berechnen. Diese Bahn wurde mit dem PIC-Verfahren reproduziert.

Nun konnte im zweiten Teil dieser Arbeit die Anregung von Plasmaschwingungen eines
zunéchst homogenen und kalten Plasmas untersucht werden. Hierbei wurden Verhéltnisse
der Wellenldngen longitudinaler Schwingungen angegeben und es ist die Bewegung von
Elektronen in einem Plasma fiir verschiedene Amplituden beschrieben worden. Es wurde
herausgefunden, dass die Dichtemodulationen des Plasmas mit der doppelten Frequenz
der Anregung schwingen. Auflerdem gibt es starke Dichtemodulationen der Plasmawelle
durch die Beschleunigung von Elektronen. Diese werden teilweise so stark beschleunigt,
dass sie aus dem Plasma austreten. Die analytische Berechnung dieser Bewegungen ist
schwierig, aber die Ergebnisse der Simulation wurden qualitativ mit einer Dispersions-
relation verglichen, welche fiir kleine Plasmadichten in erster Ordnung in :—§ giiltig ist.

62



6 Ausblick

Es wire wiinschenswert diese Arbeit mit der Kopplung auch an die Teilchenstrome zu
vollenden.

Um genauer auf die Wake-field Phéinomene eingehen zu konnen, wére eine Analyse
mit Pulsen verschiedener Linge und Amplitude sinnvoll. Bei der Beschleunigung von
Teilchen aus der Oberflédche des Plasmas heraus sind noch weitere Analysen der zeitlichen

Beschleunigung ins Vakuum machbar.
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